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Resumen

La cristalizacion es una operacion unitaria ampliamente utilizada en diversos sectores industriales,
como en la obtencién de productos farmacéuticos, alimentarios y quimicos finos, donde se requiere
alta pureza y control del tamafio de particula. Aunque ofrece ventajas operativas significativas,
también presenta desafios en el monitoreo de variables. El monitoreo en linea de la cristalizacion
suele requerir instrumentacion costosa y técnicamente compleja. Una alternativa viable es el uso de
observadores lineales proporcionales Luenberger (OLPLs), herramientas basadas en software
derivadas de modelos matematicos que representan el proceso. Este estudio tuvo como objetivo
disenar observadores lineales proporcionales Luenberger (OLPLs) mediante una metodologia de
asignacion de polos. El sistema propuesto se bas6 en el modelo de Mesbah et al. (2011) para la
cristalizacion de sulfato de amonio y agua. A diferencia de los observadores mostrados por Mesbah
et al,, (2011), el presente estudio muestra como un OLPLs correctamente sintonizado, puede estimar
con precision todos los estados cuando son medibles. Como resultado, se obtuvo un conjunto de
OLPLs, y se seleccion6 el de mejor desempefio con base en métricas de rendimiento especificas,
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obteniendo resultados satisfactorios. Este trabajo contribuye al desarrollo de alternativas eficientes
y de bajo costo para el monitoreo de la cristalizacion en aplicaciones industriales.

Palabras clave: procesos industriales, ingenieria de procesos, observadores de estado, simulacion.

Abstract

Crystallization is a widely used unit operation in various industrial sectors, such as in the production
of pharmaceutical, food, and fine chemical products, where high purity and precise particle size
control are required. While it offers significant operational advantages, it also presents challenges in
variable monitoring. Online crystallization monitoring often requires expensive and technically
complex instrumentation. A viable alternative is the use of proportional linear Luenberger observers
(PLLOs), which are software-based tools derived from mathematical models representing the
process. This study aimed to design proportional linear Luenberger observers (PLLOs) using a pole
placement methodology. The proposed system was based on the model by Mesbah et al. (2011) for
ammonium sulfate and water crystallization. Unlike the observers presented by Mesbah et al. (2011),
the present study demonstrates how a properly tuned proportional Luenberger observer (PLLOs)
can accurately estimate all states when they are measurable. As a result, a set of PLLOs was obtained,
and the best-performing one was selected based on specific performance metrics, demonstrating
satisfactory results. This work contributes to the development of cost-effective and reliable
alternatives for crystallization monitoring in industrial applications.

Keywords: industrial processes, process engineering, state observer, simulation.

1. Introduccion

La cristalizacién es una operacién unitaria utilizada para la separacién de un soluto presente
en una mezcla mediante la formacion de particulas (cristales), obteniendo asi un producto con un
alto nivel de pureza. Se realiza a partir de una solucion sobresaturada, y en muchos casos se emplean
métodos adicionales como evaporacién, enfriamiento, adicion de solventes o precipitantes para
inducir la nucleacién y el crecimiento de los cristales (Nagy y Braatz, 2012). La cristalizacion juega
un papel clave en la separacion y purificacion de sustancias en procesos industriales, ya sea en etapas
intermedias o finales (Lewiner et al., 2002).

Este proceso tiene multiples aplicaciones en la industria:

e Industria farmacéutica: Obtencion de paracetamol (Lima et al., 2024; Kalakech et al., 2025),
L-alanina (Albert et al., 2024) y naproxeno (Barzegar-Jalali et al., 2024).

e Industria alimentaria: Produccién de acido succinico (Hutagaol et al., 2025), lactosa (Wen
et al., 2025), cristalizacion de soluciones de cafia de azucar (Sanchez-Sanchez et al., 2020;
Morales et al., 2024; Karimidatsjerd et al., 2025) y cristalizaciéon de aztcar de remolacha
(Piri et al., 2024).

¢ Industria agropecuaria: Produccion de fertilizantes como el acido glutdmico (Sun et al.,
2024; Song et al., 2025) y obtencién del acido amino-benzoico (Hussain et al., 2024).
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e Industria quimica: Obtencién de sulfato de potasio (K2504) y nitrato de potasio (KNO3)
(Kim et al.,, 2023; Xu et al., 2024).

En los procesos de cristalizacién y en otros procesos particulados, la distribucion del tamafio de
particula (DTC) influye directamente en la calidad del producto final. Actualmente, el monitoreo en
linea de la cristalizacion requiere instrumentacion costosa y representa un reto para los ingenieros de
proceso. Una alternativa viable para el monitoreo de la cristalizacion son los observadores de estado,
herramientas basadas en software disefiadas a partir de modelos matematicos que representan el
proceso. Aunque existen metodologias para la estimacion de parametros en cristalizadores con ruido
blanco, como el filtro de Kalman (Liu et al., 2022), en este trabajo se utiliza el observador Luenberger
con el objetivo de establecer una metodologia de sintonizacion. La motivacion de este estudio es
desarrollar una metodologia para la sintonizacion de observadores Luenberger mediante la
asignacion estructurada de ganancias. Se propone la sintonizaciéon de observadores lineales
proporcionales Luenberger (OLPLs) mediante una metodologia de colocacién de polos para la
estimacion de parametros no medibles directamente en la cristalizacion de sulfato de amonio y agua.

Se partid de un modelo no lineal propuesto por Mesbah et al. (2011), que fue posteriormente
linealizado para facilitar su estudio. Se utiliz6 la formula de Ackermann para la sintonizacion de
observadores y se disefiaron observadores considerando la minimizacién del error de convergencia.
Finalmente, se evalu6 el desempefio del sistema-observador mediante métricas especificas. El
documento estd organizado de la siguiente manera: La Seccion 2 esta dividida en dos partes. La
primera describe las generalidades de los observadores de estado, con un enfoque especifico en los
observadores de Luenberger con estructura proporcional, su sintonizacién, métricas de evaluaciéon y
aplicacién en cristalizacion. La segunda parte detalla el sistema de estudio propuesto por Mesbah et
al. (2011). La Seccion 3 presenta la metodologia utilizada para la sintonizacién y evaluacién de los
observadores. En la Seccién 4 se exponen los resultados obtenidos, incluyendo la linealizacion del
sistema no lineal, la generalizacion del conjunto de observadores proporcionales (OP), la simulacion
y la evaluacion del caso de estudio-observador. Finalmente, se presentan las conclusiones del estudio.

2. Materiales y métodos

2.1 Materiales
2.1.1 Observadores de estado

El concepto de observabilidad es fundamental en diversas dreas de la cristalizacion, como el
control automatico (Chiu y Christofides, 1999 (a, b); El-Farra et al.,, 2004; Montes et al., 2021) y la
estimacién de parametros (Brivadis et al., (2020, 2021)). Para sistemas lineales deterministicos, uno
de los observadores mas utilizados es el observador tipo Luenberger, debido a su simplicidad
estructural, bajo costo computacional y su capacidad para reconstruir con precision las variables de
estado. Este tipo de observador se disefia de modo que el error de estimacion entre el sistema real y
el sistema estimado, definido como:

e(t) = x(t) — x(t) Ec. (1)
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converja a cero en forma asintética bajo ciertas condiciones de disefo. Esta propiedad garantiza un
comportamiento estable y preciso, incluso ante incertidumbres iniciales. Su bajo requerimiento
computacional lo hace ideal para implementaciones en tiempo real, especialmente en entornos
industriales con recursos limitados.

2.1.2 Observadores Luenberger

El disefio de este tipo de observadores estd basado en el conocimiento completo del modelo
dindmico del sistema, y puede implementarse tanto en forma de orden completo como de orden
reducido. Existen diferentes configuraciones estructurales, siendo las mas comunes los observadores
proporcionales (P), proporcionales-integrales (PI) entre otros. En este trabajo de investigacion se
utilizan los observadores proporcionales (OP) debido a su estructura sencilla, facil implementacion
y buena capacidad de estimacion en sistemas linealizados, caracteristicas que los hacen especialmente
adecuados para aplicaciones industriales con restricciones computacionales.

2.1.3 Observadores Proporcionales (OP)

Se puede considerar un sistema linealizado de la siguiente forma:

ax __

ol Ax + Bu Ec. (2)

y=Cx Ec. (3)

donde x € R™*! es el vector de variables de estado, u € R°*! es el vector de variables de entrada, y €
R™ es el vector de salidas medidas que pueden ser tomadas para realizar observaciény 4, B y C son
matrices constantes que definen la dinamica lineal del sistema. Por otro lado, la expresion del
observador es la siguiente:

2 =A%+ Bu+K,(y - %) Ec. (4)

Donde X € R™! es el vector de estado estimado y K, € R™" es la matriz de ganancias
proporcionales. La ecuacion del error es:

= =(A-K,C)e Ec. (5)

esta expresion (Ec. 5) muestra que la estabilidad del error depende de la colocacion de los valores
propios de la matriz (4 — KpC). Por lo tanto, la seleccion adecuada de K, permite garantizar la
convergencia del error a cero en el tiempo, y por lo tanto su estabilidad, lo cual es fundamental para
la confiabilidad del observador. Algunas metodologias para determinar K,, se basan en la ecuacion
de Riccati (Farza et al., 2011), en el polinomio de Butterworth y en la férmula de Ackermann para la
colocacién de polos (Di Ruscio, 2009).
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2.1.4 Sintonizacion de observadores mediante colocacion de polos

Los polos del sistema en lazo cerrado se pueden colocar en cualquier ubicacion deseada (bajo
ciertas restricciones) mediante retroalimentacién de estado a través de una matriz de ganancia de
retroalimentacién de estado apropiada. La colocacion de polos se ha utilizado en el disefio de
observadores de estado para diversas aplicaciones, como el diagnostico de fallas en reactores CSTR
(Kamatchi et al., 2021), el disefio de observadores adaptativos (Kojabadi y Chang, 2005; Volpato y
Vieira 2020) y la mejora de la respuesta de salida de los sistemas.

2.1.5 Métricas de estabilidad, desempeiio y sintonizacion

Un sistema-observador es estable si todas las partes reales de los valores propios (4;) de la
matriz A;. p son negativas. Por lo tanto:

Re(A) <0 Vi=12,..,n Ec. (6)
Aiep = (A-K,0) Ec. (7)
r = Re(4;) Ec. (8)
Tm = =T Ec. (9)

Para realizar la evaluacion de OP, se utiliza una métrica de convergencia para cada estado estimado
y el estado original correspondiente:

€conv= Z?:1|xoriginal - xestimadol Ec. (10)

Para la generacién del conjunto y eleccion del observador a utilizar, se tienen los siguientes pasos:

Se normalizan entre 0 y 1 todos los valores de la métrica de ey, (Ec. 10) y de r (Ec. 8) del conjunto
de observadores obtenidos.

a) Posteriormente, se utiliza la siguiente suma de indices:

W =econvat €convzt "+ €conpn + 7 Ec. (11)
Proporcionando la misma ponderacion para todos los indices.

b) Para la eleccion del observador, se utiliza al observador que tenga el minimo valor de W (Ec. 11).

¢) Para la evaluacion del OP en el sistema no lineal se utiliza el error cuadratico medio normalizado:

ECMN = [¥7, (ﬂ)2 Ec. (12)

Xi

Donde %; son los estados estimados, x; son los estados del sistema, el indice i es el i-ésimo punto de

datos y n representa el numero de datos utilizados para el calculo.
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2.1.6 Observadores aplicados a la cristalizacion

Algunos trabajos de investigacion que han estimado parametros utilizando observadores
para la cristalizacion son: estimacion de masa de cristales (Damour et al., 2010 (a, b)), concentracién
de soluto (Brivadis et al., 2020), Distribucion del Tamarfio de Cristal (DTC) (Brivadis et al., 2020;
Brivadis y Sacchelli, 2021; Kamatchi Kannan et al., 2021), tamafio medio de los cristales (Farza et al.,
2011; Afsi et al. 2020), y control mediante el uso de observadores (Rigatos et al., 2020).

2.1.7 Sistema de estudio: Cristalizador propuesto por Mesbah et al. (2011)

Las caracteristicas que debe poseer un modelo matematico para la operacion unitaria de la
cristalizacion segin Rawlings et al., 1993 son: balance de poblacién, balance de materia y energia y
relaciones constitutivas (crecimiento y nucleaciéon). De manera general el balance de poblacion se
puede describir como:

onv aGn

?-l-VE-l-VBO(S(L—LO)—Zkale Ec. (13)
Con la condicion limite n(0,t) = G|B 2 donde t es el tiempo, n es la densidad de poblacién, V es el
L=0

volumen, G es la velocidad de crecimiento, L es la longitud de cristal, §(L — L,) es la delta de Dirac
actuando en L = Ly, Q; y ny es la velocidad de flujo volumétrico y la funciéon de DTC de la k-ésima
corriente, respectivamente. La Ec. (13) puede ser resuelta por medio de la metodologia del elemento
finito, o bien mediante la técnica de momentos. La técnica de momentos ha permitido obtener la
solucion de la Ec. (13) en un ntimero menor de ecuaciones diferenciales que las técnicas de
discretizacion. La técnica de momentos ha tenido la siguiente generalizacion:

e Cristalizacién por lotes a vacio con variacion de volumen (Carrillo-Ahumada, 2006):

d du; . .
% = B,, d—i = iGu;_,(1+In(V)) paratodoi =1, ..., n.

e Cristalizacion por lotes sin variacion de volumen (Nagy et al., 2008; Sanzida y Nagy, 2013):

dko _ p  dHi
= B,,

” o = Gl + Bri paratodoi = 1,...,n donde r es el tamafio de cristales.

e Cristalizacion por lotes y operacion isotérmica (Zhang y Rohani, 2003):

o _ p i
= B,,

dt dt Hia

o Cristalizacion por lotes considerando volumen (Mesbah et al., 2011):

dug _ _ HoQp  dpi _ _ HiQp
o = gy — R, M= Gy, Ec. (14)
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El modelo descrito por Mesbah et al. (2011) representa a la DTC (y;) y a la concentracion de soluto (C)
en forma de ecuaciones diferenciales. Las expresiones matematicas empiricas para la velocidad de
nucleacion total y la velocidad de crecimiento de cristal independiente del tamarfio son:

By = kpusG Ec. (15)

G =ky(C—C*)9 Ec. (16)

Cabe mencionar que la fuerza motora para la creacion de cristales es la sobresaturacién. El conjunto
de ecuaciones descrito en Ec. (14) puede ser rescrito por la técnica de pesos residuales como:

% =B, — @ Ec. (17)
% = Guo — MVQP Ec. (18)
% = 2Gu, — quQp Ec. (19)
% =3Gu, — ”3;27’ Ec. (20)
% = 4G, — pr Ec. (21)

Las condiciones iniciales son p; (t,) = p;0 y C(ty) = Cy. Debido a que el proceso se lleva a cabo en una
operacion isotérmica del cristalizador mediante evaporacion, las ecuaciones de balance de masa y
energia pueden ser simplificadas a expresiones para la concentracion de soluto:

dac _ k0+3KvGﬂ2(k1+C) koHip

dat (1+kpuz) 1+Kyus Ec. (22)
Con las ecuaciones algebraicas:
ko =252 Ec. (23)
k, = HyC” (P_C_1+M)_E Ec. (24)
Hy—Hp \pL, pLHy PL
ot
K = o Ec. (25)

Los detalles de los pardmetros que describen al modelo son mostrados en la seccion Nomenclatura.

2.2 Métodos

En este trabajo de investigacion, se considera que todas las salidas son medibles en el proceso
de cristalizacion. A partir de esta consideracion, se implementd un algoritmo iterativo basado en la
asignacion progresiva de polos para sintonizar observadores proporcionales tipo Luenberger
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(OLPLs) y evaluar su desempefio. La metodologia se compone de los siguientes pasos, los cuales se
describen a continuacion:

Algoritmo. Sintonizacién y evaluacién de OLPLs para el proceso de cristalizacion.
1: Inicio

Se definieron los objetivos y se seleccion6 el modelo dinamico del cristalizador.
Posteriormente se program6 en Matlab™, las rutinas numéricas para realizar la linealizacion del
sistema, la generacion del conjunto de observadores, y la evaluacion de su desempefio mediante
simulaciones en el dominio del tiempo.

2: Linealizar el modelo no lineal del cristalizador propuesto por Mesbah et al. (2011), Ecs. (17)-(25).

El modelo de Mesbah et al. (2011) fue linealizado, es decir, se aproximo el sistema original a
ecuaciones mas simples que lo representan cerca de un punto de operacién en especifico,
considerando las condiciones iniciales del proceso. Por lo tanto, se obtuvo un sistema en forma

. . g dx . — .
matricial - Ax + Buey=C(x lo cual es necesario para el disefio de observadores lineales.

3: Determinar los valores propios de la matriz caracteristica del sistema (r) (Ec. 8).

Se calcularon los valores propios de la matriz A como referencia inicial para disehar una
familia de observadores con diferentes velocidades de convergencia.

4: Asignar un valor inicial de incremento de los valores propios de la matriz caracteristica (j).

Se establecié un rango de incremento desde 0 % hasta 100 % aplicado sobre los valores
propios del sistema. En cada iteracion, se generd un nuevo conjunto de polos deseados al multiplicar
los valores originales por un factor de escala j, el cual se aumentd progresivamente en tamarfio de
paso de 0.05.

5: Mientras.

Los valores propios iniciales < los valores propios incrementados al 100 % (73, < 13, (7). Se
implementd una estructura iterativa en la cual los valores propios del sistema se modificaron
progresivamente. En cada iteracion, se generé un nuevo conjunto de polos incrementando los valores
propios originales por un factor de escala j, lo que permiti6 explorar como distintas colocaciones de
polos afectan la dinamica del observador. El proceso se repiti¢ hasta alcanzar un incremento maximo
del 100%.

6: Incrementar j (j = j + 0.05).

En cada iteracion del algoritmo, el valor del factor j se incrementd con un tamario de paso de
0.05. Este tamafio de paso asegurd una cobertura del espacio de los polos posibles, manteniendo el
control sobre la velocidad de convergencia del error de estimacion.
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7: Fin-mientras.

El bucle de iteracion se detuvo una vez que el incremento j alcanzé el valor maximo
establecido (100 %). Con ello se gener6 un conjunto completo de observadores proporcionales con
polos ubicados en diferentes espacios.

8: Evaluar el desempefio del conjunto de OP (Ec. 10) en el dominio del tiempo con un intervalo de 0
a 1000 s.

Cada observador fue evaluado mediante simulaciones en el dominio del tiempo. Se utilizé
una métrica definida en la Ec. (10) para calcular el error de convergencia entre los estados reales y los
estimados por cada observador.

9: Seleccionar el observador, considerando el minimo valor de la Ec. (11).

Para cada observador, se calculd el indice de desempenio W (Ec. 11) que combina el error de
estimacién y la magnitud del desplazamiento aplicado. Se selecciono el observador que presento el
menor valor de W, considerandolo como el 6ptimo para el sistema-observador.

10: Fin.

Con el observador 6ptimo identificado, el procedimiento concluyé. Este observador fue
posteriormente aplicado y evaluado dentro del modelo no lineal del cristalizador para validar su
desempefio y robustez.

3. Resultados y discusion

3.1 Caso de estudio

Para la aplicacion del OLPL en el sistema propuesto por Mesbah et al., (2011) se considera el
siguiente caso de estudio. En el modelo no lineal, Ecs. (17)-(22) y sus ecuaciones complementarias
(Ecs. (23)-(25)), el estado seis (concentracion de soluto, C) se encuentra disponible para una medicion
directa. Aunque no forma parte del vector de estados estimados por el observador, su disponibilidad
permite incorporarla en el proceso de linealizacién del modelo para definir adecuadamente las
matrices dinamicas del sistema.

3.2 Linealizacion del modelo no lineal

Se considera que el modelo descrito por las Ecs. (17)-(25) pueden ser generalizado por Ecs.
(2)-(3). Donde x' = (ug, -.-, 4y, C) son las variables de estado, u = H;,, es la entrada al sistema.
Considerando para la linealizacion, los siguientes valores en estado estacionario: Los valores iniciales
de los momentos de la DTC se consideraron como plgs = fi;s = Has = Hzs = Hag = 0.001, ya que en las
etapas iniciales del proceso estos momentos suelen presentar valores muy pequenos. Por otro lado,
Cs = 0.5, Hys = 9.0 se seleccionaron considerando que se encuentran dentro de los rangos operativos
utilizados por Mesbah et al., (2011).
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Cabe destacar que, si bien la concentracion de soluto (C) no forma parte del vector de estados
estimados por el observador, se utilizd6 durante el proceso de linealizacion para definir
adecuadamente la estructura de las matrices dindmicas A, B y C. En particular, aunque la
concentraciéon de soluto no es una entrada al sistema, interviene de manera funcional en la
construccion de la dindmica del modelo y, por tanto, en el calculo de las ganancias del observador.
Esta consideracion permite preservar la coherencia entre el modelo linealizado y el comportamiento
del sistema no lineal original. Por lo tanto, las matrices en espacio de estado son definidas como:

[an 0 0 0 0 0 ] [ 0 ]
|a21 a, 0 0 o0 0 I | 0]
_|1 0 aszx as 0 0 0 _1 0]
A=1o 0 a, aw O o | B=lol Ec. (26)
0 0 0 Asq  Ass 0 J [ 0 J
0 0 0 ag, O 0 be1
1 - 0
Coxsy = |1 = i
0 - 1
donde a;; = —5.82x 1075, a,; = 3.0 X 1075, @y, = —2.30 X 10~5, a5, = 6.0 X 1075, a3 = —2.30 X

1075, a43 =9.0x 1075, a4, = —2.30 X 107>, as, = —2.30 X 107>, ag, = 7.14 X 107°, ags = —2.30 X
1075; bg; = 1.94 X 107 con los valores de las matrices (Ec. 26) es posible obtener el conjunto de
OLPLs.

3.3 Generacion del conjunto de OP

Después de aplicar la metodologia descrita anteriormente, se generd un conjunto de OLPLs,
en los cuales cada observador comparte la misma estructura: Una matriz de ganancias K,, de tipo
diagonal (Diag(K,(i,i)) para i = 1,...,5). Para cada incremento, aplicado a los valores propios del
sistema, se construyo un nuevo observador y se evalud su desempeno mediante simulaciones en el
dominio del tiempo. Estas simulaciones se resolvieron utilizando el método de Runge-Kutta 4to
orden, con las condiciones iniciales del sistema: pys = plys = Ups = Hss = Uas = 0.001 y C; = 0.5. El
desempefio de cada observador se evaluo utilizando el indice W definido en la Ec. (11), y se
registraron los valores correspondientes a la diagonal de K,, y los incrementos aplicados sobre los
valores propios. Estos resultados son mostrados en la Fig. (1).
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Figura. 1. Respuesta del sistema ante diferentes incrementos porcentuales. La subfigura (A) muestra la evolucion
de la sumatoria de indices W, mientras que (B) presenta la respuesta de la diagonal de la matriz de ganancias
proporcionales Diag(K ).

Figure. 1. System response to different percentage increments. Subfigure (A) shows the evolution of the
summation of indices W, while (B) presents the response of the proportional gain matrix diagonal Diag(K,).

Como se observa en la Fig. 1, conforme se incrementa los valores propios de la matriz caracteristica,
el valor de W disminuye, aunque con un incremento del 100 % el valor de este indice tiende al peor
desempefio del sistema-observador. Por otro lado, el valor de la diagonal de K, se incrementa. Por
lo tanto, conforme a la eleccion del observador se propone el que presenta un valor de W = 0,
Diag(K,) = 15.99 y un incremento de 95 %.

Este resultado confirma que, a diferencia de estrategias con observadores no estructurados como los
utilizados por Mesbah et al. (2011), un OLPL adecuadamente sintonizado puede mantener
estabilidad incluso ante incrementos agresivos en los polos. Ademas, la estabilidad obtenida en este
punto sugiere que la seleccién automatica basada en el indice W es una alternativa eficiente frente a
métodos empiricos tradicionalmente empleados en el disefio de observadores.

3.4 Simulacion y evaluacion del sistema no lineal-observador

Para validar la estimacion del conjunto de OLPLs, se realizaron diferentes simulaciones
numéricas en dominio del tiempo (0 <t <1000 s) del sistema no lineal (Ecs. (17)-(22)) con las
condiciones iniciales originales (pos = p1s = pas = U3s = Has = 0.001) con el siguiente conjunto de
condiciones iniciales para el observador:

CIL: flos = flas = fzs = fl3s = fy4s = 0.001.
ClI2: figs = 3.49 X 10°, fi; = 7.0 X 105, I, = 282.11, fi5; = 0.1708, fi,; = 0.0011 (se eligieron en base

el valor maximo del sistema en lazo abierto).

Las ecuaciones que describen al observador con el sistema no lineal son las siguientes:

00 .
—2 =By == F+ Kp 1.1y (o — o) Ec. (27)

11
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dp . M ,
=Gy — =+ Ky o) (g — i) Ec. (28)
dfi; _ o H2Qp n
i 260, — T Ky a2 — f2) Ec. (29)
dfiz _ o n3Qp n
i 3Ga, — v + Kp,(4,4) (us — f13) Ec. (30)
dp A 4Q A
ﬁ = 4G, — _4V E+ Ko (s5) (e — fa) Ec. (31)

La respuesta por simulacion de las ecuaciones del observador (Ecs. (27)-(32)) en dominio del tiempo
es mostrado en las Figs (2)-(3). Como se observa en las Figs. (2)-(3), la simulacién se realizo en
dominio del tiempo 0 <t < 1000 s. La convergencia entre los estados originales y los seis estados
estimados (g, ..., #4) independientemente de la condicion inicial (CI1 o CI2) se alcanza en un valor
del tiempo menor de 1 segundo. Para evaluar el desempefio se utiliza la Ec. (12) para cada estado
original y su respectivo estado estimado considerando CI1 y CI2 (Tabla I). Este tipo de respuesta
rapida en estimacién, independientemente de la condicién inicial, es deseable en aplicaciones
industriales donde se requiere reacciéon inmediata ante fluctuaciones del proceso. Resultados
similares en robustez ante condiciones iniciales han sido reportados en controladores adaptativos
como se observa en Kamatchi et al. (2021) y Carrillo-Ahumada (2006) ambos trabajos para aplicados
a cristalizacion.

Tabla 1. Evaluacion de la convergencia del estado original y el estado estimado.
Table 1. Evaluation of the convergence of the original state and the estimated state.

CI ECMN1 ECMN2 ECMN3 ECMN4 ECMN5
1 0 0 0 0 0

3.49 x 1012 7.0 x 108 2.93 x 10° 176.36 0.1039
2

En la Tabla I se verifica de nuevo la convergencia que tienen todos los estados estimados hacia el
estado original debido a que los valores mostrados en esta tabla son las condiciones iniciales que se
utilizaron (CI1 o CI2). Por lo que se considera que este observador presenta un buen desempefio y
robustez.

12
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Figura. 2. Estimacién de los momentos de la distribucién de tamafio de cristal (DTC) bajo el conjunto de

condiciones iniciales 1 (CI1). Las subfiguras muestran los resultados correspondientes al (A) momento cero, (B)

momento uno, (C) momento dos, (D) momento tres y (E) momento cuatro.
Figure. 2. Estimation of the moments of the crystal size distribution (CSD) under initial condition set 1 (CI1).

Subfigures show the results for the (A) zeroth moment, (B) first moment, (C) second moment, (D) third moment,

and (E) fourth moment.
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Figura. 3. Estimacion de los momentos de la distribucion de tamario de cristal (DTC) bajo el conjunto de
condiciones iniciales 2 (CI2). Las subfiguras muestran los resultados correspondientes al (A) momento cero, (B)

momento uno, (C) momento dos, (D) momento tres y (E) momento cuatro.
Figure. 3. Estimation of the moments of the crystal size distribution (CSD) under initial condition set 2 (CI2).

Subfigures show the results for the (A) zeroth moment, (B) first moment, (C) second moment, (D) third moment,

and (E) fourth moment.
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Ademas de las ecuaciones descritas por Mesbah et al., (2011), se puede utilizar el momento hipotético
cinco con condicidn incial s = 0.001, descrito continuacion:

s _ o O
£e = 56, — Ec. (32)

La desviacion estandar y el diametro promedio del cristal se calculan con las Ec. 32 y Ec. 33 (Hicks y
Chope, 1999):

D(4,3) = ﬁ—s Ec. (33)

s43) = (%) - (ﬂ)2 Ec. (34)

U3 U3

estos parametros son mostrados en la Fig (4). Aunque el presente trabajo se basa en el modelo
dinamico propuesto por Mesbah et al. (2011) para la cristalizacién por lotes, no es posible realizar
una comparacion cuantitativa directa entre ambos estudios debido a que se emplean enfoques
diferentes tanto en la estimacion de estados como en la estructura de los observadores. Ademas, en
el presente estudio se utilizan observadores lineales, los cuales son mas sencillos de implementar en
entornos industriales reales, donde los recursos de computo o el disefio de tiempo son limitados.

4 A B C
_ o2 1 0.5
E = =~
“c 9.9 = 0.5 N
o = =
98 0 0 |
0 500 1000 0 500 1000 0 500 1000
’g‘ Tiempo (s) Tiempo (s) Tiempo (s)
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= < 710
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Figura. 4. Respuesta del sistema no lineal. Las subfiguras muestran: (A) el momento cinco, (B) el didmetro
promedio de la DTC D(4,3), (C) la desviacion estandar S(4,3), (D) la concentracion del soluto, (E) la velocidad
de crecimiento y (F) la velocidad de nucleacion.

Figure. 4. Response of the nonlinear system. Subfigures show: (A) the fifth moment, (B) the average diameter of
the CSD D(4,3), (C) the standard deviation S(4,3), (D) the solute concentration, (E) the growth rate, and (F) the
nucleation rate.

Con lo que se observa que en t < 250 s el valor Cy G presentan un comportamiento decreciente
(Fig. 4D y 4E), por otro lado, B alcanza un punto maximo en 400 < t < 600 s (Fig. 4F).
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4. Conclusiones

Mediante la metodologia propuesta en este trabajo de investigacién es posible sintonizar
observadores de estado proporcionales Luenberger a partir de la linealizacién de un modelo
dindmico del proceso de cristalizacidon por lotes. Los resultados obtenidos muestran se puede elegir
un observador de un conjunto, con estabilidad y buen desempefio para el sistema en lazo cerrado.
El enfoque desarrollado, aunque aplicado especificamente al proceso de cristalizacion de sulfato de
amonio en solucién acuosa, puede extenderse a otras operaciones unitarias en las que existan
modelos matematicos confiables, pero con limitaciones en la mediciéon directa tales como
fermentacién, secado, entre otros. En conjunto, los resultados numéricos muestran no solo la
viabilidad del disefio propuesto, sino su adaptabilidad ante condiciones variadas. La incorporacion
del momento cinco y los calculos de la DTC agregan un analisis util para aplicaciones reales, y
refuerzan lo reportado por la comunidad de control de procesos sobre la importancia de controlar la
distribucién del tamafio de cristal en sistemas de cristalizacién. Como trabajo futuro, es posible
utilizar OLPLs para utilizarlos junto con leyes de control en sistemas estables y también para

inestables.

Nomenclatura

B, Velocidad de nucleacién total (#/m3/s)

C Concentracion de soluto

c* Concentracion de saturacion, 0.46 kg soluto/kg solucion

G Velocidad de crecimiento del cristal (m/s)

g Exponente de la velocidad de crecimiento de cristal especifico del sistema, 1.0 adim

H. Calor especifico del cristal, 60.75 KJ/kg
H, Calor especifico de la solucidén, 69.86 K] /kg

H, Calor latente de disolucidn, 2.56 x 102 KJ/kg

ky, Constante de velocidad de nucleacién, 1.02 X 10'* #/m*

kg Constante de la velocidad de crecimiento de cristal, 7.50 X 107° m/s
K, Factor de volumen adimensional, 0.43

Ui Momentos de DTC, m!/m?

Ho Momento cero, numero total de cristales

Uy Momento uno, longitud de cristales

Uy Momento dos, area superficial de cristales
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Us Momento tres, volumen total de cristales
Ua Momento cuatro, momento hipotético para calcular la media del tamafio de cristal
Us Momento cinco, momento hipotético para obtener la desviacion estandar y didmetro

promedio del cristal

Qp Velocidad de flujo de eliminacién de productos no clasificados, 1.73 x 1076 m3 /s
t Tiempo, s
1% Volumen del cristalizador, 7.50 X 1072 m?3

Pc Densidad del cristal, 767.35 kg/m?3

oL Densidad de la solucién, 1248.93 kg/m3
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