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Carta del editor

a revista FINGUACH ha transitado a la distribucién electrénica, buscando que cuen-

te con dos Numeros Internacionales Normalizados de Publicaciones Seriadas (Printed

ISSN y Electronic ISSN), otorgando una oportunidad para facilitar la distribucion elec-

trénica de futuras publicaciones, y abriendo puertas para ingresar a distintos sistemas
de indizacion.

Asimismo, el Comité Editorial de FINGUACH contintia replanteando estrategias para asegurar
la calidad, y mejorar la visibilidad e impacto de la revista. Esta actualizacion abarca esencial-
mente el proceso de arbitraje con revision por pares doble ciego, en una modalidad de publica-
cion continua (semestral, enero y julio) y, de igual manera, buscamos ampliar la base de datos
de revisores (nacionales e internacionales). Trabajaremos a fin de asegurar la calidad y ética de
las publicaciones con acciones que nos permitan lograr los mas elevados indices.

Agradecemos a los autores que participan en cada nimero, a los lectores y al equipo de tra-
bajo de la revista. En esta ocasion este espacio servira de agradecimiento a Gustavo Alejandro
Sanchez Herrera y Héctor Hugo Herndndez Herndndez, por compartirnos el articulo “Estudio
semiclasico de un modelo cudntico cosmoldgico homogéneo e isotropico ACDM”.

Asi mismo, en esta ocasion me permito utilizar este espacio para agradecer a la doctora Gua-
dalupe Irma Graciela Estrada Gutierrez, quien falleci6 el pasado 3 de diciembre de 2021. La
revista FINGUACH le debe mucho a la doctora Guadalupe Estrada, estimada catedratica de la
Facultad de Ingenieria de la Universidad Auténoma de Chihuahua, quien ha participado acti-
vamente en el Comité Editorial de INGUACH desde marzo del 2015. Quedara la importancia
de su prominente obra académica y el recuerdo de su calidad humana.

Javier Gonzalez Cantu
Editor




Estudio semiclasico de un modelo cuantico cosmologico ho-
mogéneo e isotropico ACDM

Gustavo Alejandro Sanchez Herrera! , Héctor Hugo Hernandez Herndndez?

Resumen

En este trabajo obtenemos el andlisis dindmico de un modelo cosmologico homogéneo e isotropico
cudntico cuyo contenido de materia es un fluido perfecto. Primero se estudia el modelo clasico de
materia oscura fria (ACDM) determinando la evolucidn del factor de escala por medio de su trayectoria.
Posteriormente, se extiende el andlisis al modelo cuantico mediante una aproximacion semiclasica con
condiciones iniciales y de frontera adecuadas para obtener la dinamica. Con ello se comparan las
soluciones y determinan los efectos cuanticos sobre las trayectorias cldsicas. Se encuentran similitudes
en el comportamiento del factor de escala clasico y semiclasico para diferentes contenidos de materia.
Finalmente, analizamos la remocién de la singularidad clasica (Big Bang) con ciertas condiciones de
frontera.

Palabras clave: Cosmologia. Materia oscura. Aproximacion semicldsica. Singularidad inicial.
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homogéneo e isotrépico ACDM.

1. Introduccion.

El modelo cosmoldgico estandar con materia oscura fria ACDM (Lambda
cold dark matter), es mas utilizado para describir la estructura y la dinamica del
universo a gran escala debido a la gran coincidencia que posee con los datos
observacionales (Akarsu, y otros, 2020); esta descrito por la métrica que define
un universo homogéneo e isotropico propuesta por Friedmann- Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW) (Green & Wald, 2014). Debido a su simplicidad
matematica y su importancia en cosmologia, el modelo ACDM ha sido
estudiado ampliamente con diferentes fines, por ejemplo, el estudio de las
perturbaciones lineales, escalares y tensoriales en modelos Robertson-Walker
espacialmente planos (Alho, Uggla, & Wainwright, 2019) o el analisis de las
constricciones observacionales y su dependencia con el parametro de curvatura
utilizando informacion de supernovas tipo Ia (SNIa) y el telescopio espacial
Hubble (Velasquez-Toribio & dos R Magnago, 2020).

Los modelos de gravedad modificada como una extension del modelo estandar
permiten explicar los efectos de la energia y materia oscura, dentro de estas
extensiones se encuentra un modelo de gravedad modificada acoplado a un
campo escalar que genera dindmicamente la constante cosmoldgica a partir de
las simetrias de Noether (Benisty, Guendemlan, Nissimov, & Pacheva) y el
desarrollo de un modelo de energia-momento construido a partir de una
correccion en la accion estandar de Einstein-Hilbert (Akarsu, Barrow, Board,
Uzun, & Vazquez, 2019). Ademas de los modelos de gravedad modificada, se
han realizado cambios en la ecuacion de estado que generalizan el contenido de
materia del universo incluyendo viscosidad (Ren & Meng, Modified equation
of state, scalar field, and bulk viscosity in Friedmann universe, 2006). La
cosmologia clasica permite estudiar estas propiedades a gran escala, sin
embargo, cuando se retrocede la evolucion cosmoldgica hasta llegar a escalas
microscopicas las ecuaciones de la relatividad general dejan de ser aplicables y
surgen diferentes singularidades iniciales en donde el radio del universo se
hace cero, estas singularidades se conocen como el Big Bang y Big Crunch
(Kamenshchik, 2013), por esta razon, se ha optado por describir el universo de
manera cuantica mediante el uso de una funciéon de onda en lugar del espacio-
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tiempo clasico (Vilenkin, 1995). A esta teoria que involucra la descripcion
cudntica de la cosmologia se le conoce como cosmologia cudntica (Bojowald,
Quantum cosmology: a fundamental description of the universe , 2011).

En la busqueda de una teoria de gravedad cudntica que permita estudiar los
fendomenos a escalas microscopicas existen diferentes modelos que comparten
caracteristicas dentro de los cuales destacan la teoria de cuerdas y la gravedad
cuantica de lazos (LQG). La teoria de cuerdas ha permitido desarrollar
escenarios cosmologicos que evitan la singularidad inicial al considerar las fases
de colapso y expansion con horizontes cosmoldgicos futuros y pasados
(Cornalba & Costa, A new cosmological scenario in string theory, 2002) y
tomando en cuenta la presencia de una constante cosmoldgica negativa
localizada en una hipersuperficie dimensional tipo-tiempo (Cornalba, Costa, &
Kounnas, A resolution of the cosmological singularity with orientifolds, 2002).
Por otro lado, los modelos derivados de LQG con simetria homogénea e
isotropica, denominados cosmologia cuantica de lazos (LQC), también han sido
efectivos en la remocidn de este tipo de singularidades (Bojowald, Absence of a
singularity in loop quantum cosmology, 2001).

La cosmologia cudntica permite hacer predicciones sobre la evolucion del
cosmos a partir de un estado cudntico inicial, este estado puede ser util para
describir caracteristicas presentes en el universo como la homogeneidad e
isotropia a gran escala, o el espectro de radiaciéon que se obtuvo a partir del
origen la estructura de la materia (Gell-Mann & Hartle, 1996). Estudiar el
comportamiento cudntico de ciertos modelos cosmologicos presenta
generalmente un alto nivel de complejidad, por lo que usualmente es necesario
utilizar métodos de aproximacion. Las aproximaciones semicldsicas son
importantes para estudiar modelos derivados de la gravedad cudntica, ya que
dan informacion de sistemas cudnticos complejos (Bojowald, Brizuela,
Herndndez, Koop, & Morales-Técotl, 2011).

Una manera de aproximar soluciones de modelos cudnticos es mediante el
desarrollo de ecuaciones efectivas que describen la evolucion de los valores
esperados de observables y dispersiones cuanticas como un sistema dinamico a
partir de un Hamiltoniano con un numero infinitos grados de libertad
(Bojowald & Skirzewski, Effective equations of motion for quantum systems,
2006). Este método ha permitido estudiar sistemas cuanticos interesantes, por
ejemplo, tunelaje cudntico (Aragon-Munoz, Chacon-Acosta, & Herndndez-
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Hernandez, 2020) y modelos de cosmologia cuantica (Bojowald, Brizuela,
Hernandez, Koop, & Morales-Técotl, 2011). Una de las caracteristicas mas
importantes del método anterior es que los infinitos grados de libertad no son
variables candnicas entre si, ademads, de ser necesario un truncamiento del
sistema para obtener las ecuaciones de movimiento (Bojowald & Skirzewski,
Effective equations of motion for quantum systems, 2006). Sin embargo,
recientemente se ha obtenido una nueva formulacion en términos de variables
candnicas, a partir de la cual se determina un potencial que contiene toda la
informacion cudntica del sistema, que no necesita truncamientos (Baytas,
Bojowald, & Crowe, Effective potentials from semiclassical truncations, 2019).
La organizacion de este trabajo es la siguiente: en la seccion 2 se analiza un
modelo clasico ACDM mediante un Hamiltoniano obtenido a partir de un
cambio de variable del factor de escala a(t) a una funcion ¢(t). En la seccion 3
se muestra el formalismo semiclasico de sistemas cudnticos. En la seccion 4 y 5
se desarrolla y analiza el modelo utilizando ambos métodos semicldsicos.
Finalmente, en la seccion 6 se discuten los resultados obtenidos.

2. El modelo clasico ACDM

La métrica que describe un universo homogéneo e isotropico en expansion es
la propuesta por Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (Cervantez-Cota &
Smoot, 2011)

dr?

2 qp2 2
ds* = —dt* + a(t) 1= Jr2

+1r2(d6? + 0 d¢?)|, (1)

donde k es la constante que representa la curvatura del espacio y a(t) es una
funcién que determina el radio del universo conocida como el factor de escala.
Las ecuaciones de campo de Einstein son,

Gy =BG Ly,

donde G, = Ry, + %ng es el tensor de Einstein y Tuv = +pUU, + (-
ﬁ) Juv €s el tensor de materia para un fluido césmico (Ren, Meng, & Zhao,

Hamiltonian formalism in Friedmann cosmology and its quantization, 2007).
Utilizando la métrica de la ec. (1), se obtienen dos ecuaciones independientes
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que determinan la evolucion del factor de escala a(t). De la componente

temporal del tensor de Einstein Gg, se obtiene la ecuacion de Friedmann

e =%azp+§az k. )

y de la componente espacial G; ; se obtiene la ecuacion de Raychaudhuri

d=—$a(p+3p)+§a. (3)

Las ecuaciones ec. (2) y ec. (3) contienen tres incognitas, el factor de escala a(t),
la densidad de energia p(t) y la presion p(t), para resolver este sistema se
introduce una ecuacion que relaciona la densidad de energia y la presion de la
materia denominada ecuacién de estado

p=@-"Dp (4)

. 4 ,
donde y es una constante cuyo valor esta entre 1 <y < 3 para particulas

relativistas y y = 1 para particulas no relativistas (Ryden, 2017). Combinando
la ec.(2) y ec.(4) con la ec.(3) obtenemos una expresion que determina la

evolucion del factor de escala a(t)
i (3y-2)a? +y/1 (3y — 2)k

a 2 a* 2 2a?

absorbiendo las constantes del tercer término en una nueva constante K
a 3y — 2) a? A K
a__ Gy )_+V___ (5)

a 2 a? 2 a*

La ec. (5) describe particularmente el modelo ACDM.
De manera mds general se puede asumir que y y 4 son funciones del factor de
escala a(t). En este caso, el modelo generalizado FLRW es

d_ _Grm-2d® | y(0A® _ KO
a 2 a? 2 am’

La ec. (5) se puede se puede leer de la siguiente manera
i = fi(a)a® + f(a),

donde
By —2) yAa K

a0 POy

fi(a) = —

Para obtener una formulacion Hamiltoniana de este modelo se realiza una
transformacion de a = ¢,p, = py (Ren, Meng, & Zhao, Hamiltonian formalism
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in Friedmann cosmology and its quantization, 2007), donde la nueva variable ¢
se define de la siguiente manera

¢ = jexp (—ffﬂa)da) da.

El Hamiltoniano que se obtiene es de la forma H(¢, pg) = %pg, + V(¢), donde ¢

y Py son variables candnicas conjugadas. El potencial V(¢) se calcula a partir
de la siguiente ecuacion

7@)=- [ [p@em (- [ nwd)| s

El Hamiltoniano correspondiente al modelo ACDM es entonces

K (3y¢> )2_%, (6)

1 3
_ 1.2 2442
Hpcpm = 2P gV A +(3y—2) 2

con la funcion ¢(t) definida por

2 3y
o(t) = ga(t) 2,

despejando se obtiene el factor de escala a(t) en términos de la funcion ¢ (t)

a = ()7 p(0%.

De esta ecuacion se observa que la relacion entre la ¢(t) y a(t) es polindmica.
La dinamica se obtiene a través del corchete de Poisson entre las variables
canonicas con el Hamiltoniano clasico

¢ =1{¢),Hycpm }, Py = {p(;b'HACDM }

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento para ¢ y pg son
¢ = Py,

. _3,

Py =7V Ap + fo(P).

donde la funcién fy(¢) es

fo(®) = —% (2- 3;‘;) (5)_ ) )
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Para resolver el sistema de ecuaciones anterior de manera numérica se
establecen primero ciertos parametros. Debido a que el valor de la constante
cosmologica es pequenio (Davies & Unwin, 1981), se establece que —0.1 < A <
0.1; y puede tomar valores dentro de unrangode 1 <y < gdependiendo de si

el contenido de materia en el universo es radiacion o materia ordinaria, por
ultimo, para el término que contribuye a la curvatura se tiene que -1 < K < 1.
La evolucion ¢(t) debe corresponder a una expansion acelerada cuando la
constante cosmoldgica es positiva y el contenido de materia del universo es no
relativista (y = 1). La evolucion para A = 0.1, y =1y K = 0 se muestra en la

figura 1.
¢

20000 +
20000
10000

e e M - . - Lt
5 15 20 25 30

Figura 1: Evolucion de la funcion ¢(t) para un universo con contenido de materia no relativista,
yA=01y=1yK=0.

La materia no relativista frena la expansion del universo debido a los efectos de
atraccion gravitacional, como es de esperarse, si el universo contuviera
solamente radiacion no deberia de existir esta desaceleracion por parte de la
materia y la expansion del universo seria mas rapida, la comparacion de la
evolucion se muestra en la figura 2. En este caso, se observa que la expansion
del universo es un orden de magnitud mayor cuando se utiliza radiacion en
lugar de materia ordinaria.
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Radiscién

Materis ordinaria

L
200 400 €00 800 1000

Figura 2: Evolucion de la funcién ¢(t), para un universo con contenido de materia ordinaria

(y = 1) y radiacion (y = g), yA =01

Cuando se considera una constante cosmoldgica negativa, la evolucion del
universo muestra un comportamiento oscilante (figura 3), y una expansion

lineal para A = 0 (figura 4).
ﬁ *
: 20 :\=\ 2 t

¢

20

Figura 3: Evolucion de la funcion ¢ (t) para un universo con contenido de materia no relativista,
yA=-01 y=1yK=0.

15
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20 t

Figura 4: Evolucion de la funcion ¢(t) para un universo con contenido de materia no relativista,
yA=0,y=1yK=0.

3. Formalismo semiclasico

En mecénica cuantica usual la evolucion se determina a partir de la ecuacion de
Schrodinger, expresada como Hy = E1, donde H es el operador Hamiltoniano
actuando sobre la funcion de onda 1, y E es la energia. En esta formulacion no es
posible obtener una interpretacion clasica de variables de configuracién, toda
la informacion del sistema esta codificada en la funcidon de onda. Sin embargo,
es posible aplicar el teorema de Ehrenfest y con ello obtener una ecuacion de
evolucion semicldsica, por medio de un Hamiltoniano corregido, (H) = Hy, que
depende de valores esperados de observables ((X) y (p)) y de dispersiones
cuanticas. La dindmica de este sistema efectivo se obtiene por medio de la
relacion {f,g} = i([Af, gl), donde f =(f). Los valores esperados de las

dispersiones cudnticas (momentos) se definen como
GOP = (P +P)*(@ ~ D Dweyts

donde el subindice weyl significa que los operadores estdn completamente
simetrizados. Entonces, el Hamiltoniano semiclasico se puede escribir
(Bojowald & Skirzewski, Effective equations of motion for quantum systems,
2006).
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hd 1 aa+bHCl
— T\ — - ,b
Ho = (A) = Hy + Zoa!b! i T 8)

a,b=

donde H,; es el Hamiltoniano clasico del sistema en cuestion.
Los momentos no son completamente independientes, estan sujetos a la
incertidumbre de Heisenberg

GZ,OGO,Z _ (Gl,l)Z > ﬁ
=4
Las relaciones de conmutacion entre los momentos y las variables cldsicas de
posicion y momento son

{G*",q} = {G*" ,p} =0,

mientras que el 4lgebra de variables G%? es

{Ga,b’ Gc,d} — adGa—l,ch,d—l _ bCGa,b—ch—l,d

ih\"!
+ Z <?) Kcrllbcha+c—n,b+d—n’
n

conl<n<Min(a+c,b+d,a+b,c+d). K}y se define por

Kihea = ZO(_l)mm! (n —m)! (rcrll ) (n f m) % (n —C m ) (:rll )

n
=70 ) Ok,
m=0

y los coeficientes Cf}, son

k! d!
] (711( Dl z_d(:il ) <Z )

Notese que las ecuaciones de movimiento obtenidas a partir de la ec. (8) forman
un sistema de un nimero infinito de grados de libertad, mismo que es, en
general, imposible de resolver. Para analizarlo se requiere usualmente realizar
truncamientos consistentes; por ejemplo, para un truncamiento a segundo

orden utilizando la ec. (9) el algebra requerida es la siguiente
{GO,Z Gl,l} — ZGO,Z

{Gl‘l, GZ'O} = ZGZ'O,
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(692,629} = 4G, (10)

Las ecuaciones de movimiento se obtienen calculando el bracket de Poisson de

las variables con el Hamiltoniano
5( = {x, HQ},

G% = {G*P,Hy,}. (11)

Debido a la complejidad de las ecuaciones obtenidas de ec. (8), usualmente la
solucidn se obtiene por medio de métodos numéricos. Las condiciones iniciales

para los momentos G%? se obtienen a partir de
Min(a,b)

Gab = Z (—ih)aCl f A" (- q,) "
=0 e (12)

y i i @ a—d
dy ‘)
donde (x) es una funcién de onda inicial correspondiente a un pulso
Gaussiano

000 = ey {94 T2, 1)

n% I5 2072 h

Como se observa en la ec. (9), los momentos G%? no son variables candnicas
entre si, dificultando el calculo de las relaciones de conmutacion. Mediante una
generalizacion del teorema de Darboux es posible reescribir los momentos en
términos variables candnicas. La ventaja de este cambio es que permite la
construccion de un potencial efectivo que no necesita truncamientos. Tomando
s =GO02 se construye el nuevo par candnico (s,ps). Las relaciones entre los
momentos y las variables candnicas se obtienen a partir de (Baytas, Bojowald,
& Crowe, Effective potentials from semiclassical truncations, 2019)

6" "
dp, ’
Gt S
op, ’
PV ol
— =21
op, 8
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Los momentos a segundo orden en términos del nuevo par candnico son

GO2 = g2,
G = SPs,
U

2,0 _ .2 1

G = Ps +S—2,

donde U; es una constante. Para drdenes superiores se aplica un procedimiento
similar. Como se menciono anteriormente, es posible obtener un potencial sin
truncamiento dado por

1 V() ,,
a)! dq*

U
Van(@.5) = V@ + 35+ )
a

U 1
=45 V@ +9) +V(g-9) (14)

donde U y m son constantes, y V(q) es el potencial clasico.

4., El modelo ACDM semiclasico de momentos

La cosmologia cuantica intenta resolver problemas cosmoldgicos clasicos en
regiones pequefias del espacio con gran cantidad de energia, como la
singularidad inicial. El estudio semiclasico del modelo ACDM permite estudiar
el origen del universo mediante el comportamiento del factor de escala a(t) en
tiempos cercanos at = 0.

Utilizando el Hamiltoniano cldsico con materia oscura fria Hycpy y la ec. (8)
obtenemos el siguiente Hamiltoniano efectivo a segundo orden

(H) = Hacom + %G 20+ f1($)GO, (15)

donde la funcion f; (¢) es
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s
0= 1Sl

Las ecuaciones de movimiento obtenidas de la ec. (15) son
¢ = P¢
- 3 2 1 0,2
Py = 2V A9 + fo(9) _§f2(¢)6 “
GZ'O = —fl(d))Gl'lﬂ

G =G0 - f1(9)G,
G'O,Z — 261’1,

12
=S50

y fo esta dada por la ec. (7).

Las condiciones iniciales para los momentos G%°,G11,G%2 son
h? a?

_— Gl,l =0 GO,Z —
20_2 ) ) 2 )

con

GZ,O

La evolucion de la funcion ¢(t) para este sistema de ecuaciones acopladas es
similar a la solucion clésica presentada en la seccion anterior, como se muestra

en la figura 5y figura 6.
¢

20«10 [ Solucion semiclasica
/ Solucién clasica

15101 | /

50x10" |
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Figura 5: : Comparacion de la evolucion clasica y semiclasica de la funcion ¢ (t) para un
universo con contenido de materia no relativista, yA=0.1, y =1y K = 0.

Sclucién semiclasica
5x10"2 | / Solucién clasica

L " " " 1 " N . L n L 7 L

200 400 800 800 1000

Figura 6: Comparacion de la evolucion clasica y semiclasica de la funcién ¢(t) para un universo

con contenido de materia relativista, y 4 = 0.1, y = g yK=0.

De acuerdo con la definicién de las dispersiones cuanticas, la variable G%2(t)
representa el valor esperado de la dispersion de posicion G%% = ((§ — q)?), con
esto se puede construir un cinturdn de incertidumbre sobre la trayectoria clasica
¢t VG92, Estableciendo las condiciones de frontera para ¢(t), se obtiene la

evolucion semiclasica, como se muestra en las figuras 7 y 8.
¢

@(t)}+Sqrt{GH0,2))

051 ; {ti-Sqrt{G"0,2))
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Figura 7: Cinturdén de incertidumbre de la funcién ¢(t) para un universo con contenido de
materia no relativista, y A =0.1, y =1y 0 =0.1.

@(t+Sart(GN0,2))

it

@(t-Sqrt(G*(0,2))

s L L L L L L L L L L L L
= 0.05 0.10 0.15 0.20

Figura 8: Cinturon de incertidumbre de la funcién ¢(t) para un universo con contenido de
materia no relativista, yA=0.1, y =1y o= 1.

Como se observd anteriormente, el pardmetro y modifica la velocidad de
crecimiento de la funcidn ¢(t), haciendo que esta sea mayor cuando el
contenido de materia es relativista. La solucion semicldsica de este sistema
muestra que para rangos de tiempo pequenios, la variacion de y no modifica el
comportamiento de las soluciones, por lo que, la funcién semiclasica ¢(t) y el
cinturén de incertidumbre generado por las dispersiones G%? se comportan de
la misma manera cuando el contenido del universo es materia ordinaria o
radiacion, como se muestra en las figuras 9y 10.
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@(tH+Sart(G0,2)

@it

@(t-Sqrt(G*{0,2))

005 0.10 0.15 0.20

Figura 9: Cinturdén de incertidumbre de la funcién ¢(t) para un universo con contenido de
materia relativista, y 4 = 0.1, y = gy o=0.1.

¢
a5l $(t)+Sqrt{G"0,2))
20}

#it)

5L
o #(t-Sart{G0,2))
0.5

n e : Ly Lt

/ 0.05 0.10 0.15 0.20

)5

Figura 10: Cintur6n de incertidumbre de la funcion ¢(t) para un universo con contenido de

materia relativista, y 4 = 0.1, y = sy o=1

Finalmente, se obtiene que para ciertas condiciones de frontera se puede evitar
una singularidad, la evolucion del factor de escala se muestra en la figura 11.
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a(t)

$11]=10.5
$111=10.4
$11]=10.3

$[1]=10.2

Figura 11: Comparacién de la evolucion semiclasica del factor de escala a(t) para diferentes
condiciones de frontera ¢(t) para un universo con contenido de materia no relativista, y A =
01, y=1.

5. El modelo semiclasico del potencial efectivo

El término potencial del Hamiltoniano H,cpy €s
4
K (3y¢ )Z'W
GBy-2)\ 2 '

Utilizando ec. (13) se obtiene el potencial efectivo V,;. El Hamiltoniano
completo a todo orden es

3
V(p) = —§VZA¢2 *

1
Hoy = 51935 + Vau (16)

con Vy,; igual a

3
— §V2/1(¢2 +5%)

4
K 3\* 3y g% 5 2
2Gr-2 (7> <(¢ el Sy s 3y>'

V.=

Las ecuaciones de movimiento del Hamiltoniano de la ec. (16) son

.3
by =7V A+ 60(,9)
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U 3,
ps =15t 7Y As + €1(o, ),

d) = p¢!
s=0,
con €y(¢, s)
4
_ K 4\ (3y\* 73y A ]
EO(¢,S) ——m(z—g) (7) <(¢+S) 3Y+(¢—S) 3)’),
Y 61(4),5)

4
K 4\ (3y\* 73 1A 1
61(4),5) = m(z — g) (7) <(¢) — s) 3y + (4) + S) 3}’).

La evolucidon semicldsica para ¢(t), utilizando variables canonicas bajo los
mismos parametros de materia y de constante cosmoldgica propuestos en la
seccion 2, se muestran en la figura 12 y 13.

Aproximacion semiclasica por dispersiones
Solucién clésica

Aproximacion semiclasica por potencial efectivo

L L "
200 400 600 800 1000

Figura 12: : Comparacion de la evolucién clésica y semiclasica dela funcién ¢ (t) para un universo
con contenido de materia no relativista, y 4 = 0.1, y = 1y K =0.
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4 Aproximacion semiclasica por dispersiones
/
5 ;/f Aproximacion semiclasica por potencial efectivo
/
/ Solucién clasica
4x10 /
/
" 4
3x1 /)
/
2x10%
1x10" .
ot I 1 L
200 400 600 800 1000

Figura 13: : Comparacion de la evolucion clasica y semiclasica de la funcién ¢(t) para un universo
con contenido de materia relativista, y 4 = 0.1, y = g y K =0.

La region de incertidumbre se puede observar en la figura 14 y figura 15.

9(tHSart(p*2-{1/452))

$(th-Sart(pr2-{1/45'2))

Figura 14: Region de incertidumbre de la funcién ¢(t) para un universo con contenido de
materia no relativista, y A = 0.1, y =1y o = 0.5.

$(tr+Sart(p"2-{1/45"2))

$(t)-Sqrt{p"2-{1/45"2))

0.05 0.10 015 0.20

Figura 15: Cinturdn de incertidumbre de la funcién ¢(t) para un universo con contenido de
materia no relativista, y4A =0.1, y =1y o= 1.
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Como se encontrd en la seccion anterior, la singularidad inicial puede ser
evitada para una eleccion en particular de las condiciones de frontera, la
evolucion se muestra en la figura 16.

a(t)
$11]=10.5
$[1]=10.4
$11]=10.2
$11]=10.2

L " 1 L L " I T n " n L L n PR 1 t
0.05 0.10 0.15 0.20

Figura 16: Comparacion de la evolucion del factor de escala a(t) para diferentes condiciones de
frontera ¢ (t) para un universo con contenido de materia no relativista, y A=0.1, y =1y ¢ =
0.5.

6. Discusiones y conclusiones

Con base en resultados obtenidos en este trabajo, se observa que el factor de
escala a(t), a través de la funcion ¢(t), describe la evoluciéon del universo. Para
valores de A positivo, ¢(t) crece de manera exponencial; para A negativo, ¢(t)
tiene un comportamiento oscilante; y para A nulo, la funcion crece de manera
lineal. El contenido de materia modifica la velocidad de crecimiento de la
funcién ¢(t), que es mayor para radiacion que para materia ordinaria.

Se observd también que para tiempos cercanos a t = 0, la trayectoria de la
funcién ¢(t) es modificada solamente por el pardmetro g, el cual representa la
dispersion en la funcion de onda Gaussiana de la ec. (13), por lo que, a diferencia del
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comportamiento para tiempos grandes, el universo evoluciona de la misma
manera sin importar el contenido de materia.

En cosmologia cuantica la funciéon de onda contiene toda la informacion del
sistema, de la cual no es posible obtener una interpretacion clasica, como las
trayectorias. Sin embargo, mediante una formulacion efectiva de la mecanica
cudntica, es posible obtener ecuaciones dindmicas a partir de un Hamiltoniano
que depende de los valores esperados de observables y dispersiones cuanticas.
Las diferencias entre la evolucion clasica y semicldsica son importantes para
determinar el comportamiento a la escala de Planck.

En este modelo, se encontro que las trayectorias clasicas y semicldsicas son muy
parecidas, pero no exactamente iguales. Ademas, se determin¢ la incertidumbre
de la posicion de manera numérica, mostrando la naturaleza probabilistica de
la formulacion de momentos y del potencial efectivo. Se muestra graficamente
que la incertidumbre generada para ¢ = 0.1 es menor que parao = 1.

La singularidad inicial se observa cuando el factor de escala a(t) tiende a cero
en t = 0. El formalismo de momentos permite obtener la evolucion para a(t)
partiendo de condiciones de frontera a tiempos finitos, esto permite evolucionar
a(t) hacia atrds en el tiempo. En este trabajo, se establecieron diferentes
condiciones para ¢(t) y se observo que las trayectorias para el factor de escala
no son cero en t = 0, probando con esto que las fluctuaciones cudnticas son
responsables de la remocion de la singularidad inicial.

La descripcion de momentos requiere usualmente de truncamientos
consistentes para poder realizar un analisis completo. Esto implica la perdida
de cierta informacion en el régimen cuantico. Por ello, recientemente se ha
obtenido una nueva formulacidn efectiva en términos de variables candnicas,
que permite a su vez obtener un potencial cuantico generalizado. Este potencial
efectivo evita la necesidad de realizar truncamientos y ha sido utilizado para
estudiar efectos de tunelaje cuantico (Aragon-Mufioz, Chacén-Acosta, &
Hernandez-Hernandez, 2020), modelos en cosmologia cudntica (Bojowald,
Brizuela, Hernandez, Koop, & Morales-Técotl, 2011), el experimento de la doble
rendija (Hernandez-Hernandez & Valdez, 2021), tiempos de tunelaje cudntico a
través de barreras de potencial (Baytas, Bojowald, & Crowe, Canonical
tunneling time in ionization experiments, 2018) y etapas tempranas del
universo a partir de potenciales inflacionarios (Bojowald, Brahma, Crowe, Ding,
& McCracken, 2020).
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Dada las bondades de esta formulacion, existe un amplio rango de sistemas en
el que se puede aplicar, por ejemplo, el estudio de plasmas (White & Chance,
1984), polarizacion en optica (Sun, Gutiérrez-Rubio, Basov, & Fogler, 2015),
modelos termodinamicos (Antoniazzi, Califano, Fanelli, & Ruffo, 2007), entre
otros.
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